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Problem

Place a sheet of paper on a horizontal table and put a cylindrical object (e.g. a pencil) on the
paper. Pull the paper out. Observe and investigate the motion of the cylinder until it comes to
rest.

Zadatak trazi da se istrazi 1 objasni gibanje cilindricnog tijela, valjka nakon Sto se izvuce
papir na kojem se nalazi.

1. Uvod

Problem zapravo jako podsjeca na slucaj stolnjaka i ¢ase i nije ga tesko niti zamisliti niti
izvesti. No teorija koja se nalazi iza njega nije toliko jednostavna.

U zadatku nije zadano izvlaci li se papir konstantnom brzinom ili akcelerirano. U slucaju
izvlaCenja konstantnom brzinom, bez da na pocetku postoji trzaj, valjak bi ostao stajati na
istom mjestu iz sustava papira, a iz vanjskog sustava gibao bi jednolikom brzinom kao i
papir, jer ono §to mu treba da bi se poceo rotirati i kretati je pocetna akceleracija. Zato
smo odlucili promatrati sustav u kojem se papir izvlaci akceleracijom.

Istovremeno, svaka slozenija aparatura Kkoju smo isprobali ¢inila je eksperiment
nepotrebno slozenijim pa smo na kraju Koristili ¢vrs¢i kartonski papir na koji je koncem
zavezan uteg.

2. Eksperimentalni dio

2.1. Aparatura

Iako je pocetna ideja bila povlacenje papira elektromotorom pokretanim naponom iz
programiranog generatora, odlucili Smo se za jednostavniji nacin; ubrzanje slobodnim
padom. Na papir su koncem ucvrséeni utezi. PuStanjem utega papir je dobivao ubrzanje, a
time i valjak. KoriSteni su utezi razli¢itih masa (200-900g) da bi se postigle razlicite
akceleracije. Osim parametra mase utega, parametar koji smo mijenjali bili su: moment
inercije valjka; materijal (aluminij i mesing) i polumjer valjka (20-60mm), koliko je
daleko udaljen od ruba papira (10-30cm) te je li pun ili Supalj. A takoder neophodno je
bilo mijenjati i podlogu (stol) na kojoj se sve nalazilo (drvo, aluminijska folija, plasti¢na
folija, paus papir, hrapavi papir, staklo, led);, odnosno dinamicki koeficijent trenja.

Slika 2: Valjci koji su KkoriSteni u Slika 1: Podloge koriStene u mjerenjima
mjerenjima
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Slika 3: Sva aparatura kojom su izvedena mjerenja

Osim stvari potrebnih za izvodenje mjerenja, koristen je kvalitetan fotoaparat kojim smo
biljezili cijeli tok mjerenja kako bismo ga kasnije obradili i dobili podatke.

2.2. Mjerenja

Mjerenja su bila jednostavna, ali su bili potrebni velika preciznost i puno prera¢unavanja
i obradivanja. Valjak bi se postavio na neku pocetnu udaljenost od ruba papira |, te se
na njega objesio uteg odredene mase i pustio da slobodno pada.

1 @ R

=

Slika 4: Shema aparature s utegom

Slika 5: Fotografiaj aparature s utegom prije poc¢etka gibanja

Slika 6: Shematski pogled na aparaturu odozgo
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Slika 7: Fotografija aparature odozgo

Gibanje se snimalo iz profila profesionalnim fotoaparatom koriste¢i tzv. ,, burst mode *;
na¢in rada u kojem fotoaparat snima puno fotografija za redom velikom brzinom. U
nasem slucaju snimala se 21 fotografija u sekundi. Slike su obradivane u ra¢unalnom
programu ,,ImageJ “; odredivane su koordinate valjka na svakoj fotografiji te se kasnije
mogla izrac¢unati akceleracija koju je imao dok je bio na papiru, deceleracija kada je pao s
papira, trenutak u kojem je pao s papira, maksimalna brzina, vrijeme potrebno da se
zaustavi itd. Zapravo, moglo se ocitati sve Sto je bio potrebno da bi se teorijska
pretpostavka mogla usporediti s mjerenjima.

Parametri koji utje¢u na gibanje valjka su: masa utega, koeficijent trenja izmedu valjka i
podloge, udaljenost na koju je valjak postavljen od ruba papira, te moment tromosti.
Moment tromosti odreden je masom valjka, polumjerom te je li Supalj ili pun.

Postavivsi teorijsku pretpostavku, postavili smo si ciljeve, tj. mjerenja koja moramo
provesti da bismo pokazali poklapanje pretpostavke s mjerenjima:
1. dokazati ponovljivost mjerenja

2. dokazati ovisnost akceleracije valjka A j akceleracije papira %
3. dokazati ovisnost vremena potrebnog da padne s papira Lo
a. akceleraciji valjka &

b. udaljenosti valjka od ruba papira ly
4. dokazati ovisnost vremena potrebnog da se valjak zaustavi nakon Sto padne s
papira o:

a. akceleraciji valjka 4

b. udaljenosti valjka od ruba papira ly

c. koeficijentu trenja #

3. Teorijski dio

Ovaj problem spada u podru¢je dinamike krutog tijela. Ono Sto se dogada s valjkom
moze se opisati pomocu jednadzbi gibanja za translaciju i rotaciju, te promatrajuci
dogadaj i iz sustava papira i iz sustava promatraca.

Situaciju sila i akceleracija promatranu iz sustava promatraca prikazuje Slika 8.
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Slika 8: Sile i akceleracije iz sustava promatraca

Papir ima akceleraciju a, no prava akceleracija valjka iz sustava promatraca je a_ . U
nekom trenutku odnos brzine papira v, brzine valjka iz sustava promatraca Vv, i brzine
valjka iz sustava papira v, je v, =v, -V, . Vrijedi v, =R te iz toga slijedi odnos

.. .y . a, —a .- .
akceleracija: a, =a, —aR iz Cega se dobiva a = —> . ¢ . Uzevsi u obzir da moment M

mozemo izraziti kao M = la i M = RF, dobivamo jednadzbu gibanja za rotaciju:
la =RF,

Jednadzba gibanja za translaciju je:

F, =ma

r C

Pritom, sila trenja nije uzrokovana dinamickim koeficijentom trenja nego stati¢kim, pa
Nju ne mozemo znati, jer staticki koeficijent trenja nije konstantan.

Da bismo pojednostavili racun, moment tromosti valjka | mozemo izraziti kao:

| = ymR?

Koriste¢i jednadzbe za rotaciju i translaciju dobijemo odnos a,i a,:

ol oy
| + mR?

C o

a
}/+1 ) (1)

Sustav na pocetku i u trenutku kada valjak padne s papira prikazuje Slika 9, te iz nje
mozemo izracunati t, ; vrijeme potrebno da valjak padne s papira:

. _\/ 2l, _\/2|0(1+7) _\/2|07
= - -
a, —a a, a ) (2)

Una Pale ICM Stranica 6. od 13



IYPT 2011 Moving cylinder

Ftr ao
@
e 2
Ftr ao

Slika 9: Sustav na pocetku i kad valjak padne s papira

Situacija kada valjak padne s papira prikazuje Slika 10.

Slika 10: Trenutak kad valjak padne s papira

Ponovno mozemo napisati jednadzbu gibanja za rotaciju:
laa =F,R

te za translaciju:
F, =mgu

Ovdje je sila trenja posljedica dinamickog koeficijenta trenja. Iz toga moZemo izracunati
t, odnosno vrijeme potrebno da se zaustavi:

2l,a, +2lay

1+y @)

Formule 1, 2 i 3 bile su osnova kojom smo usporedivali teoriju i mjerenja u ovisnosti o
razli¢itim parametrima.

4. Rezultati

4.1. Ponovljivost mjerenja

Slika 11 pokazuje da se za dva odvojena mjerena, ali u istim uvjetima izmjereni podaci i
graf ne razlikuju znacajno Sto znaci da je pokus ponovljiv i da smo u daljnjim mjerenjima
umjesto puno mjerenja u istim uvjetima smjeli napraviti samo jedno ili dva.
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Slika 11: Graf dva mjerenja u istim uvjetima

4.2. Ovisnost akceleracije valjka i akceleracije papira

Iz formule 1: a, :La0 lako se moze odrediti odnos akceleracije valjka a; i

y+1
akceleracije papira a,. Slika 12 pokazuje kako brzina valjka i papira raste u vremenu, a

nagibi tih pravaca su akceleracije. Omjer izmjerenih akceleracija je 6'—228=3,14, a

.o ... a 1 e .
teorijski omjer je S _TT2_3 tog razloga smatramo da se teorija i mjerenja
a. Y

dovoljno dobro poklapaju.

is

L ¥

204

T T T
0.0 a1 oz oz

ts]

Slika 12: Dva mjerenja s razli¢itim akceleracijama

4.3. Utjecaj pocetnog poloZaja valjka na akceleraciju
Zbog daljnjih mjerenja bilo je potrebno provjeriti, iako teorijom ne ovisi, ovisi li
akceleracija valjka a, o I, . Slika 13 i Slika 14 pokazuju da je akceleracija valjka

jednaka, odnosno da je nagib pravaca jednak, te kako put koji valjak prijede u odredenom
trenutku ovisi o |,
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Slika 13: Mjerenja akceleracije s razli¢itim po¢etnim udaljenostima valjka
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Slika 14: Mjerenja predenog puta s razli¢itim po¢etnim udaljenostima valjka
4.4. Parametri koji utjeCu na vrijeme potrebno da valjak padne s
papira

2,y

C

Iz formule 2: t, = slijedida t, ovisiol , 7 i a,.

Da bismo ustanovili ovisnost o |, svi uvjeti su bili isti (isti valjak, isti utezi) samo smo
mijenjali I, i iz fotografija odredivali za svako mjerenje t, i a_. Slika 15 pokazuje da t,
ovisi linearno o korijenu od |, . Pritom je nagib pravca koeficijent koji takoder mozemo

izraCunati iz formule 2: k = 2r =0,67. Pritom je a, =2,22m/s, izmjerena vrijednost
a

C

koja je bila ista za sve |, jer akceleracija ne ovisi 0 | . Mozemo primijetiti gotovo

savrSeno poklapanje.
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Slika 15: Mjerenje t1 za razlicite lo

lako smo namjeravali dokazati i ovisnost 0 y nismo uspjeli pronac¢i nacin da pri
mijenjanju y ne promijenimo R ili m valjka, atimei a,.

Ovisnost t, o a,mjerili smo tako da smo svaki puta isti valjak stavili na isti | , a
mijenjali masu utega. Iz Slika 16 mozemo ocitati nagib, odnosno koeficijent kojim t,
ovisi o korijenu od 1/a,. Usporedimo li taj podatak s teorijom koja kaze da je

k=,2l,y = \/K =,/01 =316 postoji mala greSka, ali uzevS§i u obzir da se pri
ocitavanju polozaja radilo o desetinkama mm, smatramo da je greska zbog nesavrSenosti
mjerenja.

Q0

Q2F 4

035 4

vikeme da s ke 5 papla - g

(a, valkay™

Slika 16: Mjerenje t1 za razlifite akceleracije

4.5. Parametri koji utjeCu na vrijeme potrebno da se valjak zaustavi
nakon $to padne s papira

vaay
M9

ispitati kako ovisi o poc¢etnom polozaju |,. Slika 17 pokazuje da graf koji smo dobili je

J2a.y  \[2*222*05 0633

pravac, koeficijenta 0,653, dok teorijom dobivamo k = =
7| 9,81*0,24

Iz formule 3: t, = vidimo parametre o kojima ovisi t,. Dakle, prvo smo Zeljeli

za koeficijent trenja 0,24 $to daje dobro podudaranje.
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Slika 17: Ovisnost t2 0 lo

Zatim smo ispitali ovisnost o akceleraciji valjka a_ tako $to smo mijenjali masu utega, a
ostale parametre drzali konstantnima. I iz teorije t, ovisi linearno o Korijenu iz a,:

2] Vi \2*05*0,1
t, = Y=oy 3 uz koeficijent K = o _ 0570 =0.129. Faktor trenja izmedu
PR j g 9,81%0,25 /

drvene podloge i aluminijskog valjka bio je 0,24.

Ponovno, teorijski dobiven nagib i eksperimentalni poklapaju se relativno dobro sto
pokazuje Slika 18.
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[sRER

Q17 4

Q15

a1s 4

viEme da se valak st it E

Slika 18: Mjerenje t; za razlicite ac

Na kraju smo zeljeli mijenjati i faktor trenja. Upotrijebili smo razli¢ite materijale kao
podlogu po kojoj smo vukli papir i na koju je pao valjak nakon $to je siSao s papira; drvo,
staklo, aluminijsku foliju, plasti¢nu foliju, hrapavi papir i na kraju smo pokusali s ledom.
Ipak, nismo uspjeli osmisliti nac¢in na koji bi precizno izmjerili koeficijente trenja za
aluminij na navedenim materijalima. Stoga nismo mogli napraviti teoretski izracun
nagiba.

4.6. Ovisnost deceleracije valjka o faktoru trenja

Posto, za sada nismo uspjeli smisliti nac¢in da izmjerimo precizno faktor trenja za
navedene parove materijala, ali znamo da je deceleracija veca Sto je koeficijent trenja
veci, napravili smo mjerenja. Slika 19 pokazuje deceleracije i zapravo najmanja je za
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staklo, $to je logi¢no jer ono ima manji koeficijent trenja od plasticne ili aluminijske
folije ili hrapavog papira. Isto tako i hrapavi papir ima najveéu deceleraciju jer ima
najvedi faktor trenja.
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Slika 19: Mjerenje deceleracije na razli¢itim podlogama

5. Zakljucak

U ovom radu:
e provedeni su eksperimenti u skladu sa zadatkom i napravljena su potrebna
mjerenja;

e razvijen je teorijski model koji opisuje gibanje valjka dok je na papiru, te nakon
;Sto side s papira

e osmis$ljena su mjerenja tako da se njima provjere pojedine teorijske tvrdnje;

e istrazeno je ponasanje valjaka razli¢itih momenta inercije, razlicite akceleracije,
koeficijente trenja s podlogom, te za razliCit poCetni polozaj valjka na papiru. Na
taj naCin obuhvaceni su svi parametri koji utje€u na efekt; svi parametri koji se
nalaze u teoriji;

e napravljeni su potrebni graficki prikazi rezultata.

Potrebno je joS osmisliti nacin preciznog mjerenja koeficijenta trenja, te zatim usporediti
dijelove mjerenja i teorije na koje on utjeCe. I naravno, htjeli bismo promotriti efekt i za
olovku navedenu u tekstu zadatka. Ovdje je koristen ,,idealni valjak, jer je i s njim bilo
problema da se nije gibao pravocrtno, ve¢ je zbog i najmanjih nesavrSenosti skretao, pa
sae 1 rotirao. Pored toga, olovka ima bitno manji presjek an kojem je puno teZe napraviti
precizna mjerenja. U literaturi se navodi da kod olovke moze do¢i i do tzv. ,hula hoop*
efekta koji bi trebalo posebno istraziti.

6. Zahvale

Zahvaljujem svojim prijateljicama i ¢lanicama moga tima; Gabrieli Clari Racz i Katji
Kusturi s kojima sam gotovo svakodnevno radila na problemu, te koje su me podrzavale i
kad sam htjela odustati. Ali veliko hvala 1 ostalim ¢lanovima Istrazivackog Centra Mladih
koji su pomagali savjetima i1 idejama, a osobito hvala Veroniki Sunko koja je spasavala
stvari kada niSta nije imalo smisla. Hvala i profesoru Marohni¢u zbog Zelje da nam
pomogne 1 svega §to je ucinio za nas.
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